LES REPRESENTATIONS PLANES DE
L'ELLIPSOIDE

Introduction1

Afin de représenter sur un plan (la carte) une surface non réglée (la surface terrestre),
la représentation cartographique de tout ou partie de cette surface terrestre implique
le choix d'un modéle géométrique ou mathématique de "projection™ minimisant les
déformations ou altérations des objets situés sur cette surface. Les mathématiques
montrent que plusieurs solutions existent, répondant chacune a un ou plusieurs
criteres différents. Les cartographes, espiegles de nature, les ont toutes essayées.

Mais bien avant la démarche “géodésique”, puisqu'on estime qu'elle a débuté 2 000
ans avant J.C., la cartographie était deja confrontée au probleme de la représentation
sur une surface plane (la carte) d'une image du monde sphérique. Certes, cette
technique s'apparentait a l'origine plus au dessin d'aprés nature qu'au relevé
topographique, car essentiellement destinée au report approximatif de points de
repére et de routes pour les marchands ou voyageurs dans I'Antiquité. Et, tres tét la
encore, le recours aux mathématiques jeta les bases de la cartographie moderne.
Ptolémée établit au début du 2° siecle (environ 120 aprés J.C.) une carte du Monde a
partir de la conversion des latitudes et longitudes en coordonnées métriques planes.
Les représentations planes (ou projections cartographiques) étaient nées. Depuis,
utilisant les connaissances apportées par la géodésie, les mathematiciens cartographes
ont défini bon nombre de représentations terrestres dont la plus célébre restera sans
doute celle de Mercator en I'an 1569.

Le nouveau Décret et 1’Arrété définissent pour les différents territoires de la France
métropolitaine et d’outre-mer une ou plusieurs projections. Ce document
d’accompagnement présente la théorie qui sous-tend ces constructions
mathématiques.

! Extraits de « GEODEF GDLIB 3.0 Introduction générale »
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Notions principales
Définitions

On appelle représentation plane un ensemble de lois géométriques ou mathématiques
qui permet de représenter sur un plan tout ou partie d'une surface courbe, qui est en
général celle de la Terre. Les différentes représentations peuvent étre symbolisées
comme la représentation de la Terre sur une surface développable (par exemple un
cylindre ou un cone) ou sur un plan. Il existe cependant des représentations qui
n'entrent pas dans ces classifications.

Projection cylindrigue : la surface de projection est un cylindre tangent ou sécant au
modele de la Terre.

(Exemple : UTM, Gauss,...)
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représentation représentation représentation
cylindrique directe cylindrique oblique cylindrique transverse
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Projection conique : la surface de projection est un cone tangent ou sécant au modeéle
de la Terre.

(Exemple : Lambert, Lambert-93,...)

représentation conique représentation conique
directe tangente directe sécante

Projection azimutale : le plan lui-méme est tangent au modele de la Terre.

Exemple : Stéréographie polaire (carte du ciel, cartes des régions polaires,...)

-

|-
T

M
représentation représentation stéréographique
stéréographique sécante tangente
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Historique des projections cartographiques

La meilleure représentation de la Terre est le globe terrestre, simple réduction de
notre planete. Quelle que soit leur étendue, toutes les figures sont parfaitement
semblables a leur modele, abstraction faite du relief, et sont représentées la méme
échelle. Ces globes, encombrants et d'échelle trop petite, ne sont que peu employés.
D'ou l'idée de la transposition du volume sur un plan, idee vieille de vingt-cing
siecles.

|
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On commenca par de véritables projections de la sphere sur un plan ou sur une
surface développable, d'apres les lois de la perspective. L’idée était aussi de
simplifier les calculs (cap, distance): complexes sur le modele sphérique ou
ellipsoidal de la Terre, ils sont ramenés a des calculs de géométrie plane sur la carte.

Beaucoup plus tard, la connaissance plus précise de la forme de la Terre et le besoin
de cartes a grande échelle conduisit a des représentations qui sont des
correspondances mathématiques entre des points de I'ellipsoide (définis par
longitude A et latitude @) et des points d'un plan (définis par x et y, ou E et N dans un
systeme de coordonnées rectangulaires).
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A un point M de I'ellipsoide correspondra un
point m (et un seul) du plan, et
réciproquement:

M (A,0) «<—> m (X,y) ou m (E,N)

Les formules de correspondance  se
symbolisent par :

X (A, @) et réciproguement : A (X,y) '

y (A,@) et réciproguement : @ (X,y) x
Le choix des fonctions définit le systeme de
représentation et détermine ses propriétés.

Remarque : les notations E (pour Easting) et N (pour Northing) sont utilisés pour
éviter toute confusion avec les X et Y des coordonnées cartésiennes
tridimensionnelles géocentriques.

Pour I'établissement des cartes a petite échelle, le modele terrestre peut étre assimilé
a une sphere : les formules approchées donnent des erreurs inférieures a 1:100° , qui
peuvent étre négligeables auprés de certaines déformations introduites par la
représentation. Les formules rigoureuses traitées dans ce cours, qui comportent des
termes supplémentaires fonction de I'excentricité de I'ellipsoide choisi, ne sont
utilisées que pour le calcul des réalisations géodésiques et I'établissement des cartes
a grande échelle qui en decoule.

Déformation des angles
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Dans la représentation plane de la sphére terrestre, les angles seront également
déformés. Tragons sur la sphere un petit cercle (c) de centre o dont le rayon est égal a
I'unité de longueur (voir la figure ci-dessous), et soient M, N et N' trois points de ce
cercle tels que :

MON = MON' = 90°

Soient 0, m, n et n' les images de ces points dans le plan. En général, la figure sera
déformée : nous aurons par exemple mon’ < 90° et mon > 90°.

Un cercle ¢lémentaire de 1’ellipsoide est transformé en une ellipse (« indicatrice de

Tissot »).

On congoit intuitivement gu'il existe une orientation intermédiaire de cet angle pour
laguelle I'image sera un angle droit. Ces deux directions privilégiées, OA et OB du
plan (fig.), sont appelées directions principales.

~ \ y , y

{¢) ~

n

Snhére - x

x

Plan

On démontre que le module linéaire prend des valeurs extrémes sur ces directions :
une valeur maximale a>1 sur I'une, une valeur minimale b < 1 sur l'autre. L'image
du petit cercle (c) tracé sur le modele est donc une ellipse (E) de demi-axes ar et
br, appelée indicatrice de Tissot : elle est caractérisee par la valeur de ses demi-axes
et par l'orientation de ceux-ci. Ces caractéristiques dépendent du systéeme de
représentation choisi et de la position du point O a la surface de la sphére.

ellipsoide
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Si I’indicatrice de Tissot est un cercle, la projection est dite conforme :
e la déformation des distances est indépendante de la direction
e les angles sont conservés (utile pour les triangulations), mais non les distances

Par exemple, le caractére conforme d’une projection impose que I’angle défini par
deux lignes géodésiques sur I’ellipsoide est conservé dans la projection. Les
longueurs des lignes géodésiques sont, par contre, altérées.

Si I’indicatrice de Tissot a méme aire que le cercle élémentaire, la projection est dite
équivalente :

e les surfaces sont conservées (utile pour les atlas), mais non les angles

e les déformations des distances dépendent de la direction (azimut)

La plupart des projections d’atlas n’ont ni 1’'une ni 1’autre de ces propriétés et sont
définies pour des avantages particuliers de représentation graphique (atlas).

Convergence des méridiens :

Définition : c’est le gisement de I’image du méridien, c’est a dire I’angle (mesuré
dans le sens des aiguilles d’une montre) de I’image du méridien (donc du Nord
Géographique) par rapport a I’axe Y de la projection (ou l'angle entre l'axe Y et la
direction du Méridien qui est celle du Nord Géographique).

Si la valeur est négative, le Nord géographique est a gauche (a I'Ouest) de I’axe des
Y.

Altération des longueurs :

Aucune représentation ne peut conserver toutes les longueurs sur tout le domaine
représenté : la sphere (ou l'ellipsoide) ne pouvant se "mettre a plat” sans
déformations, chaque longueur subira une altération qui dépendra de sa position sur
la spheére.

On appelle module linéaire le rapport de la longueur ab sur le plan a la longueur AB
sur l'ellipsoide :

module linéaire (sans unités) = m=ab /AB

Il est toujours positif, jamais nul.
N.B. : le module linéaire est noté k dans certaines publications.
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On appelle altération des longueurs la variation relative des longueurs dans la
représentation :

altération=¢= (ab- AB)/AB =m-1

Distance PROJECTION

£

"' . - -
\/ Module linéaire = m

\ ——~ Distance ellipsoide

Dist. PROJECTION - Dist. ellipsoide
Altération linéaire = =m-1
Distance ellipsoide

Remarque : I’altération linéaire peut étre calculée avec la formule (m-1).10°
(exprimée en cm.km™), ou bien (m-1).10° (exprimée en mm.km™).

Exemple: une longueur AB de 1000,00 m mesurée sur l'ellipsoide est représentée
sur le plan par une longueur ab de 999,85 m :

e module linéaire m =0,99985
e altération =-0,00015 = - 15.10° m.m*

En résume, le module linéaire varie :
e d'un point a l'autre d'une représentation ;
e autour d'un méme point, suivant les directions; ce qui entraine :
> l'image d'un petit cercle est une ellipse ;
> seuls des angles droits particuliers sont conserveés ;
> tous les autres angles sont déformes.

Exemples :
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Altération des surfaces :

Par définition, le module surfacique (1+¢s) est égal au carré du module linéaire
L’altération linéaire € étant << 1, on peut écrire

l+e,=(1+ e = 1+2 ¢

Et par conséquent I’altération surfacique s~ 2 ¢
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Types de représentations planes :

Choix d'utilisation:
Par un choix particulier des fonctions, on peut obtenir:

1) a = b : un petit cercle du modeéle sera représenté sur le plan par un cercle : le
module sera le méme dans toutes les directions autour d'un point, tous les angles
seront conserves. Ces représentations sont appelées conformes. L’altération
linéaire est alors indépendante de la direction.

2) a = 1/b soit ab = 1: un cercle de rayon unité est représenté par une ellipse de
méme aire o ; l'image d' une partie de la Terre, bien que déformée, aura méme
surface que son modele. Ces représentations sont appelées équivalentes.

Remarque : ces deux conditions sont inconciliables, on doit choisir suivant le besoin
particulier, la conservation des angles, ou la conservation des surfaces.

3) Si l'on ne fixe aucune de ces deux conditions, on aura des systemes qui ne
conservent ni les angles, ni les surfaces: ce sont les représentations
aphylactiques.

Exemple : Images planes de petits cercles égaux sur le modéle a différentes latitudes :

¢

4- ' 909 GO: T T
40 "F ‘J + - ; '.
I éﬂ — . :
30 O — wo t i - DI
Ge =
! - O T za T 20 Tt

- I
10 ————~ o =
L T !'O‘ sl o T 0 =
A== a=1:%
Pepy. conforme Iapr, 4quivalente Eepr, sphylactigue

- dans la représentation cylindrique conforme (Mercator) I’écartement progressif des
paralléles compense la variation du module linéaire suivant ces paralleles, les cercles
sont de plus en plus grands mais restent des cercles.

- dans la représentation cylindrique équivalente les paralleles sont de plus en plus
serrés, les ellipses ont toutes la méme surface.

- dans une représentation cylindrique aphylactique, les paralléles sont ici équidistants,
les cercles ont pour image des ellipses de surface variable.
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Classification des projections :

Les différents systemes peuvent étre classeés comme la représentation de la Terre sur
des surfaces développables (cylindre ou c6ne) ou sur un plan : d'ou leur classification
en representations cylindriques, représentations coniques, représentations azimutales.
A ces trois familles se joindront des systémes divers qui échappent a la classification.

Dans chaque famille, on peut définir a volonté des systémes qui soient conformes, ou
équivalents, ou aphylactiques et qui, de plus, peuvent présenter des ™aspects”
différents dont les trois principaux sont symbolisés ci-dessous :

.'

LY |
I

- ——

< __ 7 ‘
ecylindrique directe _ trangverse oblique
coni.que directe / oblique
/. . oblique ou "sur
azirmutale polaire . meridisnne 1thorizon du lieu

Domaines d'utilisation des représentations

- Les représentations conformes sont généralement utilisées pour le calcul des
triangulations (c'est-a-dire par les géodésiens, geometres et topographes), pour
I'établissement des cartes a grande échelle (de 1:5.000 au 1:50.000) et pour la
navigation maritime et aérienne.
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- Les représentations equivalentes sont genéralement utilisées pour les cartes
d'atlas a petite échelle : les différents pays, bien que déformés, conservent leurs
surfaces relatives, ce qui est intéressant pour faire apparaitre tout phénomene lié a
une répartition en surface (cartographie thématique...)

L

La Terre vue en projection equivalente de Gall Peters [6]

- Les représentations aphylactiques peuvent présenter, malgré I'apparence, de
I'intérét : elles sont parfois employées pour des cartes de navigation, ont été utilisées
longtemps par les géodésiens américains pour des cartes des Etats Unis et sont
couramment employées pour des cartes d'atlas.

Isométre centrale, paralléle automécoique

La représentation étant conforme, le lieu des points de méme module linéaire est
appelé isometre. L'isomeétre centrale est le lieu des points ou le module linéaire a la
valeur minimale. Le lieu des points ou le module linéaire est égal a l'unité
correspond, pour des représentations sécantes, a deux isometres particuliéres appelées
automecoiques de la projection.

Propriétés des représentations conformes
Variation des longueurs

Pour I'établissement d'un systéeme de représentation conforme, on pose géneralement
la condition suivante : sur une ligne particuliére ou un point unique, on veut qu'une
longueur mesurée sur la terre soit représentée par un segment de méme longueur (ce
qui impose m = 1). Cette ligne sera choisie selon les besoins: équateur, méridien,
parallele, ou toute autre ligne en fonction de la forme du pays a représenter ; elle peut
éventuellement se réduire a un point. Dans ces deux cas, la représentation sera
qualifiée de tangente.

Dans certains systemes, on peut imposer que les longueurs soient conservées
(m = 1) suivant deux lignes particulieres, géenéralement paralléles I'une a l'autre et
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qualifiées d’automécoiques : la représentation sera, dans ce cas, qualifiée de sécante.
Entre ces lignes, le module linéaire tendra vers une valeur minimale inférieure a
l'unité, qui définira I'isométre centrale du systéme. A I'extérieur de ces lignes, le
module sera plus grand que 1.

L’avantage de cette approche est que les modeles mathématiques peuvent Etre
caractérisés par une géomeétrie plane. Ainsi, les calculs de position géodésiques, tels
que le probleme direct et inverse, peuvent étre réalisés en termes de coordonnées
planes. L’inconvénient est que les observations (distances, directions, azimuts)
doivent étre réduites dans le plan de la projection conforme. Ainsi, le caractere
conforme d’une projection impose que I’angle défini par deux lignes géodésiques sur
I’ellipsoide est conservé dans la projection. Les longueurs des lignes géodésiques
sont, par contre, altérées.

Isomeétre centrale

La représentation étant conforme, le module linéaire est le méme dans toutes
les directions autour d'un point et variera uniquement suivant le point considére.

Dans le cas d'une représentation tangente, le module linéaire ab/AB vaut 1 au
point choisi ou sur la ligne particuliere choisie. Lorsque lI'on s'éloigne de part et
d'autre, le module linéaire deviendra plus grand que l'unité : tous les points situés a
une méme distance auront le méme module et formeront une ligne appelée isometre.
La ligne ou le module linéaire est minimal et égal a l'unité est appelée isometre
centrale.

Dans le cas d'une représentation secante, le module sera égal a l'unité sur deux
lignes particulieres. Entre ces lignes, il tendra vers une valeur minimale inférieure a
l'unité, qui définira Iisométre centrale du systéme. A l'extérieur de ces lignes, le
module sera plus grand que 1.

Dans tous les cas: I'isomeétre centrale est le lieu des points ou le module
linéaire a la valeur minimale ; les isometres sont des courbes "paralleles™ a
I'isometre centrale, lieu des points de méme module linéaire.

a) cas des petites échelles :

Sur les cartes générales, d'atlas par exemple, (de 1:10° & 1:20.10° ) ou l'on
représente des régions tres éloignées de I'isomeétre centrale, le module varierade 1 a 6

en limite des planisphéres établis en représentation dite "de Mercator". Par exemple,

si I'échelle nominale d'un planisphére est de 1:28.106 & 1’¢quateur, I'échelle réelle a la
|atitude 80° est de1:5.10° environ.
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b) cas des grandes échelles :

Sur les cartes a grande échelle, on veut que l'utilisateur puisse faire des mesures
de longueur sur la carte sans se préoccuper de la variation du module : en aucun point
de la carte, 1’altération linéaire ne doit donc dépasser la valeur + 0,001 pour que cette
variation soit plus faible que I'erreur graphique et que le jeu du papier. Cette
condition limite l'utilisation d'un systeme a une distance de 200 a 300 km de part et
d'autre de I'isomeétre centrale.

Facteur d'échelle :

Pour respecter cette condition dans le cas d'un systeme tangent on fait parfois subir a
la représentation plane une réduction : les coordonnées planes x ety de tous les
points sont multipliées par un facteur d'homothétie KO Iégerement plus petit que 1 .
En tous points de la carte, le module se réduit dans le méme rapport : sur l'isometre
centrale il devient plus petit que 1, et en limite d'utilisation il atteint une valeur moins
grande.

Remarque : Cette réduction nous ramene pratiqguement a un systéeme sécant, avec
deux isométres de module unite.

Représentations coniques conformes
Représentation conique conforme de la NTF : Lambert Zone

(N.B. : representation historique : n’est plus légale depuis 2009)

Projection conique conforme congue par J. H. Lambert en 1772.
Propriétés

Soit un céne (surface développable) de sommet P tangent a I'ellipsoide le long d'un
parallele de latitude ¢, appelé parallele origine. Un meéridien est choisi comme
méridien origine, le méridien de Paris pour les cartes francaises.

Soit Ro = QP la longueur de la génératrice du cone.

Le cone, surface réglée, peut étre développé sur un plan sans déformation:

- les génératrices du cbne deviennent des droites concourantes en P et sont les
images des meéridiens de I'ellipsoide,

- les paralléles sont représentés par des cercles concentriques de centre P et de
rayon 2 de longueur telle que la représentation soit conforme,
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- le parallele origine, de rayon ro, devient un cercle de rayon & dont les arcs sont

conservés en vraie grandeur avant homothétie ; c'est donc l'isometre centrale de la
représentation.

- I'axe des y de la représentation est |I'image Pm du méridien origine.

- la droite tangente a la transformée du paralléle origine est I'axe des x

Gisement du méridien

L'angle vy, gisement du meéridien, peut étre compté a l'intérieur du triangle Pago
négativement vers l'est et positivement vers I'ouest (par convention) et vaut :

QAOIR0=M0/R0=kRosin(pO/Ro=ksin(po

= )= _ﬂ’EstParis x SN Dy

Cet angle est appelé convergence des meridiens.
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En France, pour les projections Lambert Zone, lorsqu'on se trouve a I'Est du Méridien
de Paris (méridien central de la projection), la valeur y est négative et la direction du
Nord Géographique se trouve a I'Ouest de I'axe des Y.

Condition de conformité et rayon des paralleles :

La conformité impose que le module linéaire soit le méme dans les deux
directions méridiens et paralléles d'un point a image de A sur I'ellipsoide.

Soient aa' et aa" des élements infinitésimaux images de AA' et AA"
respectivement sur le méridien et le paralléle du point A.

N ad  aa" —dﬂ% %d}/ R sin @,
AA' AA" pdqo rdA  Ncosg

Le rapport j—; vaut sin(¢,) et est appelée n, exposant de la projection.

dR : pdo R
. — =—-sin@p, x ——— _ In— =—sin
dou R Po Ncos ¢ = R, (po_f N cos ¢

La valeur de lintégrale est la latitude isométrique, notée L ou £ dou

—si L-L
|n§=—sin(po(L—L0) IR =R, xe ")

0

Coordonnées Rectangulaires.

Afin d'éviter les coordonnées négatives, on ajoute des constantes: x = 600 000 m et y
=200 000 m pour les représentations Lambert zone | a 111 utilisées en France.

X =—Rsiny +600000m
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y =R, —Rcosy +200000m

Module linéaire.

Pour réduire I'altération des longueurs on fait subir a la représentation plane une
homothétie de facteur Y, < 1 qui, agissant sur les coordonnées planes, réduit le rayon
de I'isomeétre centrale. Une seule représentation Lambert couvrant la France entiere
présenterait une altération linéaire maximale = +3 m/km, altération qui, méme apres
réduction par une homothétie appropriée, reste forte.

N et pg etant les rayons de courbure principaux correspondant a I'isometre centrale,

on démontre que, sur une distance de plusieurs centaines de kilomeétres a partir de
I'isométre centrale, la formule suivante convient pour calculer la valeur du module
linéaire en un point.

1 1-e? R, —R)
M= 14+ —=x - X
2 1-e?sin g, Lo

U, étant le module linéaire sur I'isométre centrale

L'altération linéaire qui en découle peut étre approximée par :

_ Yo? ~Y02
2N,p, 2R2
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Cas d’une projection sécante.

Image du Pdle

Paralleles d *échelle
conservée NS

Projection adoptées en France métropolitaine

Quiatre zones ont été choisies pour représenter la France a grande échelle :

Lambert | (zone nord) isométre centrale: paralléle 55 gr po =0,999877341
Lambert 11 (zone centrale) | isométre centrale: parallele 52 gr po =0,999877420
Lambert I11 (zone sud) isometre centrale: parallele 49 gr po = 0.999877499
Lambert IV (Corse) isométre centrale: paralléle 46,85 g | po =0,999944710

Les zones I, Il et Il s'étendent jusqu'a 150 km de I'isométre centrale, sauf le nord de

la zone | et le sud de la zone 111 (200 km pour cette derniére).

Représentations coniques conformes du RGF93 : Lambert 93

L'Institut National de [’Information Géographique et Forestiere a mis en place, sur
recommandation du CNIG, un nouveau systeme géodésique, sous-ensemble du
systeme européen EUREF, sous la dénomination de RGF93. L'expression des
coordonnées dans ce systeme est tridimensionnelle sous forme de longitudes,
latitudes et hauteurs ellipsoidales. Les besoins de I'information géographique dans
son exploitation actuelle requierent I'utilisation de coordonnées planes issues d'une
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projection cartographique unique (LAMBERT-93) et aussi d’une famille de
projections d’altération faible (Coniques Conformes 9 zones).

Criteres de choix du Lambert-93

Les criteres de choix de cette projection sont les suivants :

- unicité

> le traditionnel découpage en zones d'applications est a proscrire

- facilité d'utilisation

> les altérations angulaires et linéaires doivent étre minimisées

> les processus de calcul doivent étre d'exploitation simple et compatibles avec
les logiciels existants

> il ne doit pas y avoir de confusion avec des coordonnees existantes

- facilité de mise en ceuvre

> cette projection doit permettre d'utiliser les documents cartographiques
existants avec le minimum de difficultés

6-7-2 Caractéristiques du Lambert-93

Le territoire couvert est d'environ 1100 km x 1100 km (quadrilatere limité a I'Ouest
par la Bretagne, a I'Est et au Sud par la Corse et au Nord par le Pas-de-Calais). Une
représentation plane conforme, quelle qu'elle soit, élimine les altérations angulaires et
entraine sur cette surface des altérations linéaires dont I'amplitude est de 4 m/km (de
0 a +4 m/km ou de -1 a +3 m/km etc.). Le choix d'une représentation conique
conforme apparait comme une solution satisfaisante eu égard aux criteres
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précédemment cités. La sélection des caractéristiques et paramétres a été effectuée
afin d'y répondre au mieux.

* Ellipsoide : GRS80. C'est sur cet ellipsoide que sont exprimees les
coordonnées géographiques (longitude, latitude et hauteur) du systeme RGF93.

* Projection ""sécante’: la projection conique conforme peut étre définie de
deux manieres: soit tangente avec facteur d'échelle, soit sécante avec deux paralléles
d'échelle conservée. Les deux types de définition sont rigoureusement équivalents,
mais l'usage récent (logiciels SIG, traitements GPS...) privilégie le deuxieéme.

* Paralleles standards (: d'échelle conservée ou automécoiques)

Le choix des paralleles 44° et 49° permet de minimiser en valeur absolue
I'alteration linéaire (de -1m/km a +2 et marginalement +3 m/km ; voir les figures
présentées dans les pages suivantes).

* Qrigine / coordonnées de I'origine

Le point central, proche du barycentre du territoire, est de coordonnées
geographiques rondes (longitude 3° E, latitude 46° 30" N).

Les constantes de la projection définissant les coordonnées de ce point ont été
choisies de maniére qu'aucune confusion ne puisse étre relevee avec les coordonnées
actuellement encore en usage (Lambert [NTF] I, I1, HII, IV, Il étendu, UTM [E50 ou
WGS84] 130, 131, £32).

Avec E,; = 700 000 m, Ny = 6 600 000 m, tout point du territoire aura des
coordonnées planes E, N telles que :

100000 < E < 1200000
6000000 < N < 7100000
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LAMBERT-93

- Ellipsoide : GRS80 -1/2grand axe: a=6378 137 m
- aplatissement f=1/298.257222101

- Projection conique conforme sécante:

- paralleles d'échelle conservée (paralleles "'standards™):
o1 =44°N
@ =49°N

- origine :
- méridien central : A9 =3 ° E Greenwich
- latitude origine : ¢p =46 °30" N
- coordonnées de l'origine:

Eg =700 000 m

Np = 6 600 000 m

Page 24




50"

- Altérations linéaires

r's

57

o ;
I o
! D S\ S TR S
] .
|

3 g
rp .{ >
e T .
1] \
] j E=——=————2— +2000 mm/km
- S \*‘_ —
e = —
.I%\- 500
o — — ="
,"‘:‘E =
L — — =
"'Iv= e - —~ r—
Ml — et
— : : ==— 0 mm/km
S g~ C—
800t S o ~zer X 7
- 42 ) ;' T s -
\ \ > Y
2o - P 7 — N
I 3
| 4
Y 1{ | 1,-,\ _}
~ -948.97 mm/km -
oY y -
A S & A
3 X o~y
YO
F ) WY ,-f‘uk =
- =
1 i ! h!
i T
— 0 mm/km
/ % —
‘ = +3000 mm/km
’ 4
. i £ P
0 v
o

-5

Variant de -1 m/km a +3 m/km, la déformation des longueurs peut étre

importante et rendre malaisées certaines applications topographiques. C'est en
particulier la variation locale de l'altération qui peut mettre en cause la validité des
procédures classiques de calcul de réduction de distances ou de visées azimutales.

la quasi-linéarité de la variation de

Des algorithmes speécifiques sont donc a définir
I'alteration en fonction de la latitude autorise des méthodes simples d'intégration

La figure suivante permet de comparer les altérations linéaires des projections

associées a la NTF et du Lambert 93

Page 25



Lambert-93
(44°- 49°)
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Représentations coniques conformes du RGF93 : CC 9 Zones

Critéres de choix de la Conique Conforme 9 zones

Cette projection a été développée sur une recommandation du Groupe "Obligation de
Rattachement” de la Commission des Référentiels du C.N.1.G, afin de proposer une
solution alternative au RGF93, permettant de réduire significativement 1’altération
linéaire.

Le decret n° 2006-272 du 3 mars 2006 modifiant le décret no 2000-1276 du 26
décembre 2000 portant application de [’article 89 de la loi no 95-115 du 4 février
1995 modifiée d’orientation pour l’aménagement et le développement du territoire
relatif aux conditions d’exécution et de publication des levés de plans entrepris par
les services publics prévoit la possibilité de les réaliser dans une des projections
Coniques Conformes neuf zones sur la France Métropolitaine.

Ces projections n'ont d'intérét que pour des travaux sur des cartes et plans papiers a
I'exclusion des applications numeriques. Les projections neuf zones ont eéte
introduites pour réduire fortement I'altération linéaire, leur emploi suppose donc que
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I'on fasse des mesures dont on espere une grande précision sur un plan papier. Elle ne
se justifie notamment ni pour les plans dont la précision est inférieure a l'altération
linéaire, ni pour les leves numériques pour lesquels l'altération linéaire peut étre
entierement corrigée de maniere simple.

L'attention des utilisateurs est attirée sur le fait que, en introduisant des discontinuités
aux frontieres de zones, l'utilisation des projections neuf zones complique les
applications numeériques et peut générer des surcodts importants par rapport a une
solution utilisant le Lambert 93, en particulier si I'application utilise des données en
mode image. Par conséquent, I'lGN en déconseille I'usage pour toutes les applications
faisant appel a des données numériques. Pour ses produits, I'lGN a choisi la seule
projection nationale, le Lambert- 93.
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Caractéristiques de la ‘Conique Conforme 9 zones’

Les neuf zones se répartissent du Sud au Nord. Chaque zone est centrée sur un
paralléle de latitude ronde, allant du 42° au 50° degré de latitude nord, avec une
emprise de 1 degré de latitude de part et d'autre de ce parallele. La nomenclature
usuelle est la suivante :

PROJECTION CONIQUE CONFORME 9 ZONES

S - < > T 1" L 1 @ L v L Ly v Ll w

1ére zone : CC42 e b
2éme zone : CC43 N A
- Vs | ’“\\m e
\ .
3éme zone : CC44 . g’““w«%r.\,‘;?’\: 5\ S .
\ \’\-‘\cv_ P . J tﬁf‘f— '\(}l j
4éme zone : CC45 y %: o Dl S x
A - e (L“&_‘ é"’%_\' §onr
5eme zone : CC46 f 2871 2
- A Ve L B b,
6&me zone : CC47 . f mﬁ:“\w? T "
; v 5// o vj, S
7éme zone : CC48 - Nl B f ’( et Wl
@ R~ g [ I
8eme zone : CC49 ) |
9éme zone : CC50 v ¥ * +r ¥ v 7 v ¢ v ¢ 7 v v w

Toutes les zones sont utiles de maniére a assurer un plein recouvrement. Le
recouvrement entre deux zones consécutives est ainsi de 50%. A chacune de ces 9
zones est associée une projection conique conforme portant la dénomination 'CCxx'
ou xx correspond a la latitude du paralléle origine soit : CC42 (zone 1), CC43 (zone
2), CC44 (zone 3), CC45 (zone 4), CC46 (zone 5), CC47 (zone 6), CC4 (zone 7),
CC49 (zone 8) et CC50 (zone 9).

L'altération linéaire est comprise entre les valeurs suivantes
-9 cm/km < g < +7 cm/km

C'est une projection sécante.
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Constantes de la représentation

Dans le tableau suivant, NZ est le numéro de la zone (de 1 a 9).

CC France zone NZ

Latitude origine : ¢ (41+ N2)°
Zone d'application Lat. origine +/- 111 km
01 ®o-0.75°
0> @o + 0.75°
Longitude origine ou
méridien central de la 3 ° Est Greenwich
projection
Eo 1700 000 m
No (NZ * 1 000 000) + 200 000 m

Exemple : projection conique conforme CC47
Latitude origine = 47°
Numéro de zone NZ =6
Longitude origine = 3.00000000°
Premier paralléele standard = 46.25000000°
Deuxieme parallele standard = 47.75000000°
Constante E, =1 700 000 m

Constante N, = 6 200 000 m
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FORMULES

Nous sommes, pour la projection Lambert-93 comme pour les projections Coniques
Conformes 9 zones, dans le cas de figure « sécant » (deux paralleles auto-mécoiques).
Le cone « traverse » ’ellipsoide.

Ce cas peut se ramener au cas « tangent » avec facteur d’échelle.

L’IGN publie tous les algorithmes relatifs a la projection conique conforme de
Lambert sur son site Internet :

http://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/notice/NTG 71.pdf

Formulaire

Constantes des projections Lambert France (NTF)

Lambert | Lambert Il Laértr;l:]zrs . Lambert Il Lambert IV Lambert 93

n 0,7604059656 | 0,7289686274 | 0,7289686274 | 0,6959127966 | 0,6712679322 0,7256077650

11603796,98 | 11745793,39| 11745793,39 11947992,52 | 12136281,99 11754255,426

600000,000 600000,000 | 600000,000 600000,000 234,358 700000,000

5657616,674 | 6199695,768 | 8199695,768 6791905,085| 7239161,542 12655612,050

A, = 0 grades Paris (soit 2° 20' 14,025" E Greenwich)
e = 0,08248325676

Lambert zone » Lambert zone

Attention : cet algorithme ne peut pas étre utilisé avec le Lambert 93

... en entrée ... en sortie
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http://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/notice/NTG_71.pdf

n, C, Xg, Yg : constantes de la projection (avec
indices | et F pour « initial » et « final »)
X, Y| : coordonnées Lambert initiales

Xg, YE : coordonnées Lambert finales

D arctan Z3 =X £=Zin =
0 Yi—Ysi NG — Xsi)? + (Y1 — Yar)?

RE=Cgpexp(-ng£)

XF = XSF + RF siny,: YF = YSF = RF COSYE

Application numérique : Lambert | » Lambert 2 étendu

X, = 750000,00 m Xjitendu = 750283,12 m
Y, = 300000,00 m Yjiétendu = 2600360,77 m

Lambert » coordonnées géographiques
... en entrée ... en sortie

n, C, Xg, Yg : constantes de la projection A, ¢ : longitude, latitude
Aq : longitude du méridien central
e : excentricité de l'ellipsoide

X, Y : coordonnées Lambert

|R|:\/(X—XS)2+(Y—YS)Z

X-X
y = arctan > x:x0+1
S— n
1 (R
£:—E|n6 q>:£‘1(£,e)

NB : £-1(£,e) représente la latitude isométrique inverse, obtenue a l'aide de I'algorithme
latitude a partir de la latitude isométrique.

Application numérique : Lambert | » Coordonnées NTF

X =1029 705,083 m A (rad) = 0,145512099 E
Y =272 723,849 m ¢ (rad) = 0,872664626 N

Coordonnées géographiques » Lambert
... en entrée ... en sortie

n, C, Xg, Yg : constantes de la projection X, Y : coordonnées Lambert

A0 : longitude du méridien central
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e : excentricité de I'ellipsoide

A, ¢ : longitude, latitude

£:1|n1+sm¢_gln1+esm¢)

2 1l-sing 2 1-esing R=Cexp(-nE)

Y= n(l—lo)

X =Xg + R siny Y =Yg -Rcosy

Application numérique : Coordonnées NTF » Lambert 2

A =0,4721669 gr E Paris X =632 542,058 m
¢ =51,8072313 gr N Y =180 804,145 m

Latitude a partir de la latitude isométrique
... en entrée ... en sortie

£ : latitude isométrique ¢ : latitude

e : excentricité de I'ellipsoide

pp=2arctan (exp ( £) )—g

¢ est obtenu par itérations successives

l+esingi-1 /4
gi=2 arctan( ( P2 g £) )~
l1-esingi-1 2
Application numérique
£ = 1,005 526 536 48 ¢ (rad) = 0,872 664 626 00

e = 0,081 991 889 98

Page 32




Parameétres des projections coniques conformes de Lambert

Lambert | Lambert I Lambert Il
Zone d'application (latitude) de 57,0gra53,5gr de 53,5 gra 50,5 gr de 50,5 gra 47,0 gr
Latitude origine 55 gr (49°30") 52 gr (46°48") 49 gr (44°06")
Longitude origine2 0 gr Paris 0 gr Paris 0 gr Paris

Paralleles automécoiques

48°35'54,682"
50°23'45,282"

45°53'56,108"
47°41'45,652"

43°11'57,449"
44°59'45,938"

Eo 600 000 m 600 000 m 600 000 m
No 200 000 m 200 000 m 200 000 m
Facteur d'échelle 0,999 877 34 0,999 877 42 0,999 877 50
Lambert IV Lambert Il étendu Lambert 93

Zone d'application (latitude) de 47,8 gra 45,9 gr de 57,0 gra 45,9 gr de 41° a 51°
Latitude origine 46,85 gr (42°09'54") 52 gr (46°48") 46°30'
Longitude origine 0 gr Paris 0 gr Paris 3° 00" est Grenwich
Paralléles automécoiques 41°3337,396" 45°53'56,108" a4°
42°46'03,588" 47°41'45,652" 49°

Eo 234,358 m 600 000 m 700 000 m
No 185 861,369 m 2 200 000 m 6 600 000 m
Facteur d'échelle 0,999 944 71 0,999 877 42 0,999 051 03
Lambert I, 11, III, IV, Il étendu Lambert 93

Référentiel géodésique NTF RGF93
Ellipsoide Clarke 1880 IGN IAG GRS 80

Demi grand axe (a)
Aplatissement (f)

Premiére excentricité (e)

6378 249,2m

1/293,466 021

0,082 483 256 76

6 378 137,00 m
1/298,257 222 101
0,081 819191 12

Parameétres des projections Coniques Conformes 9 Zones (CC 9 Zones)

Latitude origine® : ¢
Zone d'application
Parallele automécoique ¢;

Paralléle automécoique ¢,

Longitude origine ou méridien central de la projection : Aq

’0 grade Paris = 2° 20' 14,025" Est Greenwich

> NZ : numéro de la zone (de 1 3 9)
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Eo 1 700 000 m
No (*) (NZ * 1 000 000) +200 000 m

Coordonnées géographiques RGF93 vers CC 9 Zones

... en entrée ... en sortie

0o, 01, 02, Eg, Ng : paramétres de la projection X, Y : coordonnées CC 9 Zones
A0 : longitude du méridien central

a : demi grand axe de l'ellipsoide

e : excentricité de I'ellipsoide

A, ¢ : longitude, latitude RGF93

1, 1+sing e, 1+esing
L(p,e) = —In ———1In -
2 1-singp 2 1l-esing

a
\/12—_2'008(¢2)
—e"sin” ¢, %'COS((ﬂl)
a y1l-e“sin® g
——————C05(p,) - L exo(n- L
ll_ez Sinzq)l 1 C n exp ( (¢,,€)

L(¢;,€) — L(e,,€)

In

Xs =E Ys =Ny +c-exp(—n-L(p,,e))
R =C exp(-nL,e) y=n(rA-2%g)
X=Xg+Rsiny Y=Yg—-Rcosy
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CC 9 Zones vers coordonnées géographiques RGF93
... en entrée ... en sortie

0o, 01, 02, Eo, Ng : paramétres de la projection A, ¢ : longitude, latitude RGF93
A0 : longitude du méridien central
e : excentricité de I'ellipsoide

X, Y : coordonnées CC 9 Zones

a
—ﬁ-cos(%) a
| VLIZE SN, ﬁﬁos((pl)
& . J1-e’sin’ g
J1-e’sin® g, w0s(1) C= n : -exp(n-L(py,€)

L(pr,€) = L(g,.€)

Xs =X, Y, =Y, +c-ep(-n-L(g,,e))
X—Xs
IR | = {(X=Xs)? + (Y~ Ys)? y = arctan v
1 R‘
£=—=—In|—
n |C
A=A Y _ 1
=MT p=£1(E e)

NB : £-1( £, e ) représente la latitude isométrique inverse, obtenue & I'aide de I'algorithme
latitude a partir de la latitude isométrique.
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REPRESENTATIONS CYLINDRIQUES

Propriétés (cas des représentations tangentes)

Représentations cylindrigues directes:

- le module linéaire égal a I'unité suivant I'équateur, représenté par une droite

- les méridiens régulierement espacés en longitude, sont représentés par des droites

paralleles et équidistantes, perpendiculaires a I'équateur (la convergence des
méridiens est partout égale a 0).

- les paralléles sont représentés par des droites paralleles entre elles et paralléles a

I'équateur, leur espacement variant suivant les conditions que I'on impose.

\‘ < Q:\ L L’\
ARRR AR R RN
22/ 23 Z#,ﬁ 26 27% 29|30 |31 |32|33|34)|35|36.37 E 39 | &0 | AT [ 427 &4 | #5486
£ |’ A L | "
./ g 9
v S Qv v
. rIE:
% j o\o/_‘f] g0
u _ zﬁ;}r?/ﬁ u
[t j = —j48°
B
T T
s oy M N s
32 /Z— L_\)" ) 32
R y\ -/L“-—*\g(. ! n
of i A L
P K k/ . P
. 7 " .
3 N \"""’—\\4\{ Nl
quz& 225 28| 27|28 29|30 31 3%33 34/35/38 3}/38 3940 41 |42 43 |44 | 43 l.u;l
L IL I LR L L L |\ L L] e 7. [} m’?‘-iw [ nr e Mne 3o LI ¥ W o §0%  B8* Y TR B4 900 oge
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-80° — o o s o s s . -80°

La Terre vue en projection de Mercator directe [6]

Quelles que soient les conditions, le module linéaire le long des paralleles sera
toujours

1
m=
coSs ¢

En effet, un arc de paralléle de longueur r.A = (R.cos)A est représenté sur la carte
comme un arc d'équateur de longueur R.A.

Remarguons que la valeur est infinie aux péles, qui est donc représenté par une droite
comme les paralléles.

Les loxodromiques (lignes a cap constant) sont des lignes droites.
Représentations cylindriques transverses ou obliques
Elles ont les mémes caractéristiques que précédemment, mais le module est I'unité suivant,

soit un méridien dans l'aspect transverse, soit un grand cercle quelconque dans l'aspect
oblique. On parlera dans ce cas de :

> "pseudo-meéridiens™ ;. grands cercles de la sphere orthogonaux a la ligne suivant
laguelle le module linéaire est l'unité.
> "'pseudo-paralléles’": petits cercles de la sphére, lieu des points a égale distance

de cette ligne.
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La représentation Universal Transverse Mercator (UTM) :

Elle est basée sur une projection (conforme) transverse de Mercator.
» Inventée par Johann Heinrich Lambert en 1772
» Dérivation analytique par Carl Friedrich Gauss dans les années 1820
» Compleétée par L. Kruger en 1912 (formules)

Elle fut congue par I’armée américaine dans les années 1940.

Utilisation en France : les outre-mer.

N.B. : historiquement, I'UTM a également été associe a ['’ED50 sur le territoire
métropolitain).

Définitions:
C'est une représentation plane cylindrique conforme
transverse de I'ellipsoide

équateur = axe Ox

méridien central A, = axe Oy
module linéaire :

sur le meéridien central : Kk, (aussi noté p,) = 0,9996
constante ajoutée a x : 500000 m
constante ajoutée ay :
10000000 m (hémisphére sud uniquement).

- image du pdle nord

image de
La Terre est divisée en 60 fuseaux de 6°d'amplitude, Téquateur
numérotes de 1 a 60 dans le sens direct.

La longitude du méridien central du fuseau f est

}Voyn = 60 * f - 1830

Inversement, pour un point donné a la longitude A (en T
degrés), on a ¥=500000 |
f = Ent (7‘+1 80) +1 image du méridien central

Le méridien de Greenwich est la frontiére entre les
fuseaux 30 et 31.
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Propriétés :

e a latitude constante, le module linéaire de la projection
augmente lorsqu’on s’¢loigne du méridien central, atteint 1,
puis devient supérieur a1l ;

e le long d’un méridien, le module linéaire diminue quand la
latitude croit ;

e UTM conserve les angles, mais déforme les distances et les
surfaces.

Exemple : les pays intersectes par le fuseau UTM 31 Nord -

Formulaires :

Développement de I'arc de méridien.

On présente le calcul de I'abscisse curviligne sur I'arc de meéridien
pour une latitude ¢ sur un ellipsoide donne, de demi-grand axe
unitaire.

- parameétres en entrée :

¢ (latitude)

e (premiére excentricité de I'ellipsoide)

C (tableau de 5 coefficients pour arc de méridien)
- paramétre en sortie : B (arc de méridien sur un ellipsoide de demi-
grand axe a)

L’expression du rayon de courbure méridien en fonction de la
latitude est :

p = dB/do = a(1-e?)(1-e%sinZp) >

qui permet le calcul de la valeur d’une portion élémentaire d’arc
d’ellipse méridienne. L’intégration de I’expression donne par
conséquent la valeur d’un arc d’ellipse :

¢ do
£ =a(ll—e?) 5
IO (1—e2sin 2¢)A
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On peut alors calculer cette intégrale a 1’aide de méthode numériques itératives ou a
I’intégration terme a terme de developpements limités, par exemple :

B =a(b,p+ Zbi sin 2ip)
i=1
avec :

15¢* . 45¢° . 525¢®
256 1024 16384

2:

35e° ~ 175e®
3072 12288

;= —

315¢®
131072

4

Attention : I’utilisation de développements limités impose de rester a I’intérieur
du fuseau de 6° de large. D’autres algorithmes sont utilisables sur des zones plus
larges en latitude sans perte de précision.

Transformation de coordonnées : A,0 =E,N (formulaire IGN)

Transformation de coordonnées géographiques en coordonnées dans le systeme de
projection Mercator Transverse :
Parametres en entrée :
A - longitude origine par rapport au meridien origine = A,
¢, . latitude origine
n : rayon de la sphére intermédiaire = k,.a
Xs =X,
Ys=Y,-N.B*(qo,e)
e : premiére excentricité de I'ellipsoide
A : longitude
o : latitude, comprise entre -80° et +80°
Parametres en sortie :
E, N : coordonnées en projection Transverse Mercator.

- calcul des coefficients :
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QL - 1- 7€ 62494‘ %666_ %498
G2 - 5P g 1028° Taast
a3) - 7o 5126 - 73786
G4 - 70556° 75008
a5, - T120v560

- calcul de la latitude isométrique, notée £
e, (1l+esin
P= Lntan £+£ ——Ln —¢
4 2) 2 (l-esing

- calcul de la pseudo longitude sur la sphére intermédiaire

sin(A-4,)
ch(2)

® = arcsin

- calcul de la latitude croissante £s (sur la sphére)

JC (D
= Ln tan(— + —)
»BS 4 2

On remarque que £s = £ (p,0)
- calcul de la pseudo latitude sur la sphéere intermédiaire

sh(£)

A =arctan——————
cos(A—A4.)

- expression par nombre complexe
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z=A+iLs variable complexe sur ’ellipsoide avec i* = -

4
Z=n.C,.z+n.> C,,.sin(2.k.z)

k=1
- expression des coordonnées planes :
E=Im(Z2) + Xs
N =Re(Z) +Ys

Transformation de coordonnées : A,0 =X,Y (formulaire simplifié)

Avertissement : ce formulaire est moins rigoureux géodésiquement parlant lorsqu'on
sort des limites du fuseau (écart <1 cm dans le fuseau, mais atteignant 10 cm
lorsqu'on deborde d'un demi-fuseau)

Le formulaire de passage de (A.0) a (X.¥) est le suivant:

. n® =,[1+€” cos*

. A=0P(1-4,)

. V =y1+€" cos’ @

l -~ A
koavl+e” i n'" +Vcospsin A

. X=X+ = = :
2V~ n"’' —Vcos@sin A
kpayl+e”
C Y=Ytk o)+ N arctan 2 arcian 202 |

e' désigne la seconde excentricité de 1’ellipsoide.
B désigne la longueur de I’arc de méridien entre 1’équateur et la latitude ¢. Une
formule approchée permettant de calculer $ au millimetre pres est :
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P =a(b,@+b sin2¢ +b, sin4e + b, sin6¢ + b, sin8¢)

1, 3 5 175
avec bozl——e‘—;ef— —e® — e

4 64 256 16384

3, 3 , 45 , 105

: e — e — e
8 32 1024 4096

5
b, = e e
- 256 1024 16384

35 5
b, =— e’ — e
- 3072 12288
315
s = e
131072

Transformation de coordonnées : X,Y = A0

Transformation de coordonnées dans le systéeme de projection Mercator transverse
en coordonnées geographiques

Parametres en entrée :
Ac : longitude origine par rapport au méridien origine = A0
n : rayon de la sphére intermédiaire = ko.a
Xs = Xo
Ys=Yo - n.*(po,e)
e : premiere excentricité de I'ellipsoide.
X, Y :coordonnées en projection Transverse Mercator

Parametres en sortie
A : longitude.
¢ : latitude.

Calcul des coefficients :
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q1]:1_211e2_6§4e4_ %6e6_ %
az- 5P ¢ ola® sim
03 75 186" seveab
4 %;286 4333888
a5 - 1587660
ZI:Y_YS”'(X_XS) avec iz = -1
n.C, n.C,

4
2=7-) C,.sin(2.k.2')
k=1

Ces expressions mathématiques révelent qu’elles ont été obtenues a partir
d’expansions en séries. Par cons€quent, leur exactitude est limitée par les erreurs de
troncature. Les formules données ici permettent de conserver une excellente
exactitude a I’intérieur du fuseau nominal de 6° d’emprise en longitude.

L = Re(z)

Ls= Im(z)

Longitude : A = Ac + arctan (sh £ s/cos £)
® = arcsin (sin L /ch £)

avec L = L£(D,0)
Latitude : ¢ = £-1(Le) (avec la formule itérative ci-dessous)
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¢, = 2arctan(exp”’) — z

2
!
!

> i « i+ 1]

b | m

)i
exp” |- 3

l1+esing, }

@, =2 arcta ( :
l-esme,

1

non

Cui
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Autre formulaire de passage simplifié :

Avertissement : ce formulaire est moins rigoureux géodésiquement parlant lorsqu'on
sort des limites du fuseau (écart < 1 cm dans le fuseau, mais atteignant 10 cm
lorsqu'on déborde d'un demi-fuseau)

Pour passer de (X.Y) a (A.@). on utilise le formulaire ci-dessous:

YT,
* Po = =
kya
, n® = \/l +e” cos* g,
, V:\/lJre'2 cos’ @,
5 |33, VA
2 o=
kjavl+e's
A 72 fan
. n= [ r Y. -k, Blo, )] = = +arctan ¥
koavl+e™
tan{?_ arctan(exp &) — §j|
. A=Ag+ arctan =
n® cosny
. A=n 5111(/1 Ao )
. & = arctan(cos A tan 7)
3 f ( tan ¢, ||
. Ly :TL arctan V(/’o J ;+LE((,D0)
\ /)

Le(g) représente la latitude isométrique sur 1’ellipsoide.

Latitude : ¢ = £-1(£e) (avec la formule itérative ci-dessus)
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Facteur d’échelle k

Formule générale pour la Mercator Transverse

k z1+%cosz(go)(l+ £?) +%cos4(¢)(5—4-tan2(¢))

2 b2

avec &% = 2 = cos®(p)

Formule pour 'UTM

4

2
k ~0.9996| 1+ @ces%o)(ﬂ &%) +%cos4(¢)(5—4-tan2((p))

Formule exacte & 2.10°® prés jusqu’a 3° de longitude de part et d’autre du méridien
central.

Rappel : I’altération linéaire correspondante peut étre calculée avec la formule
(m-1).10° (exprimée en cm.km™), ou bien (m-1).10° (exprimée en mm.km™).

Remarquons que le facteur d’échelle augmente essentiellement avec la différence de
longitude par rapport au meridien central.
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’/5-— kO = 0.9096

/\
uij 1/
|

Ligne isométre

Méridien central

Illustration du facteur d’échelle dans un fuseau UTM [5].

Echelle d’une ligne géodésique

C’est une sorte de valeur moyenne kde I’altération linéaire pour une ligne
géodeésique. Elle permet de calculer la différence entre la longueur de la géodésique
(S) et celle de sa projection (s). On peut par exemple utiliser la formule de Bomford
(1962) :

X

_ 2 X2
K=1+——1+—1
6Np 36Np

2 2 2
X2 =X, + XX, + X;

avec N et p les rayons de courbure principaux de ’ellipsoide, calculés a la latitude
(¢’1 + @, )/ 2

Convergence des méridiens

La quantité y désigne ici le gisement de I'image du méridien (dont la direction est
celle du Nord Géographique), c'est a dire I'angle mesuré dans le sens des aiguilles
d'une montre entre I'axe Y de la projection et I'image du méridien.
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Formule générale pour la Mercator Transverse
Formule exacte a 0,01" prés jusqu’a 3° de longitude de part et d’autre du méridien
central

y~(A- lo)sin((p)[1+ (2=, );COSZ (¢) (1+ 362 + 26" )+ %cos4 ((p)(2 —tan? (go))]

2 2

avec &2 =2 2 cos®(p)
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Les algorithmes de toutes les projections utilisées en France peuvent étre télécharges sur le site Internet de I'lGN, a la page
http://geodesie.ign.fr/index.php?page=algorithmes

Parametres des projections UTM sur les territoires francais :

TM Nor
Nom UTM Sud UTM Sud UTM Nord L#useau ZZd UTM Sud UTM Sud UTM Nord UTM Sud
fuseau 53 fuseau 54 fuseau 20 stendu fuseau 42 fuseau 38 fuseau 21 fuseau 40
Entre 0° et -80° de | Entre 0° et -80° de Egtlraeti?ug; :g?d Ente 0° et +80° de | Entre 0° et -80° | Entre 0° et -80° Entre 0° et +80° Entre 0° et -80°
7 latitude sud latitude sud latitude nord de latitude sud de latitude sud de latitude nord de latitude sud
one
d'application | gntre 132° et 138° | Entre 138° et 144° Egtgelfr?oifj d‘f’o Entre 48° et 55° | Entre 66° et 72° | Entre 42° et48° | Entre 54°et60° | Entre 54° et 60°
de longitude est de longitude est ougst de longitude ouest | de longitude est | de longitude est | de longitude ouest | de longitude est
Martinique,
L Guadeloupe, int_Pi
Terrlton:e Terre Adélie Terre Adélie Saint-Martin et Guyar_1e Tles Kerguelen Mayotte Salnt_—P|erre-et— La Réunion
concerne Saint- francaise Miquelon
Barthélémy
: CSG 1967 Kerguelen
rRéigferﬁie (IGN 1995) Ko SPM 1950
géodésique RGTAAFQO7 RGTAAFQ7 Tous Tous RGR92
iy RGSPM
associe RGFG95 RGTAAFQO7 GSPMO6
Latitude 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0° 0°
origine
Longitude
origine Ou o o o o o o [} o
méridien +135° (est de +141° (est de -63 ° (ouest de -51 ° (ouest de +69° (est de +45° (est de -57° (ouest de +57 ° (est de
Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich) Greenwich)
central de la
projection
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http://geodesie.ign.fr/index.php?page=algorithmes

Eo 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m 500 000 m
No 10 000 000 m 10 000 000 m Om 0m 10 000 000 m 10 000 000 m 0m 10 000 000 m
ko 0.9996 0.9996 0,9996 0,9996 0.9996 0.9996 0,9996 0.9996

Cas particulier de la Guyane francaise

En théorie la Guyane francaise s’étend sur deux fuseaux UTM : le fuseau 21 et le fuseau 22. Pour des raisons de
commodité, PIGN recommande ’utilisation du seul fuseau 22 étendu, ce qui oblige a utiliser des formules a un

développement limité d’ordre supérieur aux formules usuelles.
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Projection Gauss-Laborde Réunion

Cette projection cylindrique locale conforme a été adoptée pour le calcul de la triangulation exécutée par I'lGN en 1948 ainsi que
pour I'établissement de la carte au 1:50000 correspondante. C'est une double projection conforme :

1) de I'ellipsoide international sur la sphere de courbure moyenne pour la latitude de 21° 07" Sud.
2) de la sphere sur le plan sans coefficient de réduction d'échelle.

Constantes de la représentation :

Gauss Laborde

Zone d'application lle de la Réunion
Ellipsoide International (Hayford 1909)
Latitude origine 21°07'S
Longitude origine 55°32'E
Eo 160 000 m
No 50 000 m
Ko 1

Elle est associée au repére de référence géodésique « Piton des neiges »
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REPRESENTATIONS STEREOGRAPHIQUES

Un seul territoire francais, la Terre-Adélie (en Antarctique), utilise ce type de

projection.

Projection Stéréographique Polaire Sud Terre-Adélie

La projection stéréographique polaire sud Terre-Adélie a été spécialement deéfinie

pour ce territoire.

Toutes les anciennes triangulations sont associées a cette projection.

Deux définitions (équivalentes) existent :

Définition "'sécante

Définition ""tangente™
avec facteur d'échelle

Zone d'application

0° a -80° de latitude sud

0° a -80° de latitude sud

Latitude origine 90° sud 90° sud
Longitude origine ou

méridien central de la 140° est 140° est
projection

Eo 300 000 m 500 000 m
No 200 000 m -2 299 363.482 m
ko - 0.960272946
Latitude du paralléle

d'échelle conservée 67° sud -

(automécoique)

Formulaire

Les formules sont publiées sur le site de I’'IGN :
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http://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/alg0069.pdf et

http://geodesie.ign.fr/contenu/fichiers/documentation/algorithmes/alg0070.pdf

LE MOT DE LA FIN

« Observons un planisphere réalisé selon la méthode de Gerhard de Kremer :
I’Islande y occupe une place de choix, visiblement plus grande qu’un pays comme la
Cote d’Ivoire alors qu’elle est en réalité trois fois plus petite ; la Norvége occupe sur
le papier un espace supérieur au Pérou, pourtant beaucoup plus grand. Le plus
impressionnant reste la taille phénoménale affichée par le Groenland, plus généreuse
que I’ensemble de I’Amérique du Sud, quand sa superficie réelle est huit fois
inférieure a celle-ci !

Cette disproportion n’a pas empéché le systéme de connaitre a terme un succes fou,
au point d’influencer toute la cartographie moderne. Ceci pour la simple raison que la
trouvaille de Mercator arrive a point nommeé, en pleine période d’expansion maritime,
et permet aux pilotes et aux explorateurs un moyen plus commode d’appréhender
I’espace et de tracer leurs routes.

Depuis que la Terre est ronde et que les cartographes s’échinent a la représenter sur le
papier, ils butent tous sur le méme probleme : comment reproduire a plat une sphére
(qui par définition n’est pas une surface développable) sans trahir la réalité ? Il n’y a,
hélas, aucune réponse satisfaisante, ¢ca ne marche tout simplement pas. Ce déprimant
constat etant posé, la tache des scientifiques consiste, depuis deux millénaires, a
imaginer la moins mauvaise solution. D’ou une quéte sans fin, celle de la projection
optimale, sinon idéale... »

Extrait de « Trouver le nord » par Olivier Le Carrer [7]
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